
　第３８卷　第４期 空 气 动 力 学 学 报 Vol．３８,No．４　
　２０２０年０８月 ACTAAERODYNAMICASINICA Aug．,２０２０　
􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵􀥵
文章编号:０２５８Ｇ１８２５(２０２０)０４Ｇ０６８７Ｇ０７

表面热流辨识结果的误差分析与估计
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摘　要:对于工程上的表面热流辨识问题,通常希望能够根据测量精度对辨识结果误差进行快速估计,用以优化测

试方案.本文首先对给定单一频率的热流辨识误差进行定量分析,建立了辨识误差与热流频率和测量精度之间的

响应面模型.然后对多个给定频率组合情况下的辨识误差规律进行分析,结果显示,频率组合热流中的低频分量

能在辨识结果得到较好地复现,高频分量是导致辨识结果出现误差的主要原因.因此,辨识结果精度可以通过最

高频率热流分量的辨识误差与测量精度之间的对应关系来进行大致估计.基于这一认识,本文利用时域不同频率

组合的热流分量在频域可解耦的性质,通过Parseval定理得出高频分量的能量占比,建立了频率组合热流的辨识

误差估计方法,并通过算例进行了验证.
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　　Abstract:Fortheengineeringsurfaceheatfluxestimationproblem,itisoftenexpectedto
roughlyandquicklyaccounttheestimationerroraccordingtothe measurementaccuracyin
advancesoastooptimizethemeasurementsystem．So,inthispaper,theestimationerrorofthe
heatfluxes withsinglefrequencyarequantitativelyanalyzedandaresponsesurface model
betweentheestimationerrorandthefrequencyandmeasurementaccuracyisbuilt．Furthermore,
thecasesofmultipleＧfrequencycombinedheatfluxareconcerned,andduetothefrequency
analysisitisshownthatthelowＧfrequencycomponentcanbeinversedwithhighaccuracyandthe
highＧfrequencycomponentisthekeyreasonleadingtotheestimationerror．Then,theestimation
errorcanberoughlyaccountedthroughthefunctionoftheestimationerrorwithrespectto
measurementaccuracyunderhighＧfrequencycircumstance．Basedonthisidea,theheatflux
componentswithdifferentfrequenciesaretransformedanduncoupledinthefrequencyfields,and
byutilizingtheParseval’stheorem,thepowerpercentageofthecomponentscanbecalculated
andemployedtodeveloptheestimationerroraccounting methodforthecombinedheatflux．
Finally,someexamplesarepresentedandtheresultsshowthattheerroraccountingmethodis
feasibleandeffective．
　　Keywords:surfaceheatfluxestimation;frequencyanalysis;multipleＧfrequencycombined
heatflux;estimationerror



０　引　言

　　表面热流辨识是通过材料边界或内部的温度测

量值来反演表面热流,是一类典型的热传导逆问题,
在航空航天、冶金制造等领域有广泛的应用.表面热

流辨识是数学上的不适定问题,不满足解的稳定性,
也就是说即使测点温度存在较小测量白噪声也可能

导致解的“爆破”;具体来说,在频域,表面热流的辨识

误差在白噪声的影响下随着频率的升高逼近无界.
这给辨识精度估计带来了难度,而在工程实际的测热

系统设计时,希望能够在对热环境有大致预测的情况

下对其辨识结果误差给出较为准确的估计,进而根据

辨识结果精度要求来确定传感器的测量位置和测量

精度.文献[１]针对这一问题进行了探讨,结果显示,
辨识结果误差不仅与防热材料物性参数、测量点位

置、测量噪声形式、测量噪声大小有关,而且还与表面

热流本身的频域特性有关.将傅立叶数作为相似参

数,可以对辨识结果误差进行初步的分析.但是这一

结果给出的主要还是定性分析的结论,在定量评估上

还存在不足.因此,本文工作是文献[１]的进一步深

入探索,首先对给定单一频率的热流辨识误差进行定

量分析,然后结合频域分析方法[２Ｇ３]对两个和多个给

定频率组合情况下的误差规律进行分析,初步建立热

流辨识误差的定量分析方法.

１　热流辨识方法及辨识结果误差定义

　　对典型的一维热传导问题,采用文献[１]中的无

量纲方法后,传热方程可写为:

　　∂T
∂t ＝

∂
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÷ (１)

边界条件:x＝０:－k
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初始条件:t＝０:T＝０

观测方程:T
~(xi,t)＝T(xi,t)＋v(t),i＝１,P

其中,xi(i＝１,P)为温度测点位置;P 为测点数目;

T
~
为温度测量值;v(t)为测量噪声.通常的热传导正

问题计算是给定热流Q(t),计算测点的温度响应,而
热流辨识问题则是根据观测方程中的测点温度信息

来确定Q(t).

　　表面热流辨识方法主要有顺序函数法和共轭梯

度法[４Ｇ５],本文采用共轭梯度法来对式(１)进行表面热

流辨识,共轭梯度法将辨识问题转化为求合适的

Q(t)使如下目标函数达极小的优化问题:
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对上式做变分后可以得到伴随变量满足的伴随方程,
同时可以得到目标函数对Q 的梯度,然后代入具有

“停止准则”的共轭梯度法进行优化计算;“停止准则”
是一种迭代正则化方法,可以有效抑制辨识结果的高

频非物理振荡.具体算法和有效性验证参见文献

[５,６].图１给出了典型算例的辨识结果,此时的表

面热流真值取为频率f＝２Hz的正弦函数,即图１
中的“Exact”,测点位于绝热端x＝１,算例中相应的

无量纲量k为１.“Est．(σ＝０)”表示不考虑测点温度

测量误差情况下的热流辨识结果,“Est．(σ＝０􀆰０５)”
表示在测点温度叠加标准差σ＝０􀆰０５Tmean白噪声情

况下(图２中的“Exp．(σ＝０􀆰０５)”)的热流辨识结果,

Tmean为测点温度变化平均值.从图中可以看到,在
不考虑测量噪声和测量噪声标准差σ＝０􀆰０５的情况

下,热流辨识结果和真值都符合;在考虑测量噪声情

况下,根据热流辨识结果计算出的测点温度(图２中

“Fitted(σ＝０􀆰０５)”)也与测量值符合,表明辨识算法

是有效的.

图１　热流真值与辨识结果对比

Fig．１　Comparisonofexactandestimatedvalueofheatflux

图２　测点温度测量值与辨识拟合值对比

Fig．２　Comparisonofmeasurementtemperature

　　定义辨识结果与真值之间的相对误差E 为:

　E＝∫
t２

t１
Q(t)－Q̂(t)[ ] ２dt/∫t２

t１
Q(t)[ ] ２dt

(２)
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　　从图１可以看到,由于传热的延迟特性,测点温

度信息对表面热流尾段值不敏感,导致热流尾段值与

真值存在一定误差,因而在式(２)计算时只取中间一

段来进行分析,即t１＝０．２５,t２＝１．２５.此外,由文献

[１]分析知,在白噪声的影响下辨识结果误差同样具

有一定的随机性.为克服这一影响,采用如下方法:
首先给定相同均值、相同标准差的N 组白噪声;对叠

加这些噪声后的测量结果分别辨识得出相对误差值

Ei(i＝１,N);然后对这些相对误差值取平均,将该

平均值作为对应这一噪声标准差水平的平均相对误

差值,记为Em,即

　　Em ＝
１
N∑

N

i＝１
Ei ;N＝６４ (３)

２　给定频率热流的辨识结果误差建模

　　采用上节方法,首先针对五组不同频率(f＝１,

２,５,８,１０Hz)正弦形式热流在不同测量噪声方差

σ＝０􀆰０１Tmean、０􀆰０２Tmean、０􀆰０５Tmean、０．１Tmean情况下的

辨识结果平均相对误差进行分析,计算结果如表１所

示,图３中给出了频率１０Hz情况下不同噪声水平对

应的热流辨识结果误差.

图３　频率１０Hz不同噪声水平对应的热流辨识结果误差

Fig．３　Estimationerrorfor１０Hzheatfluxwith
reapecttonoisestandarddevition

表１　不同频率下对应不同噪声水平的热流辨识结果与给定值平均误差Em

Table１　Meanerrorofestimatedheatfluxwithdifferentfrequenciesfordifferentnoisestandarddevitionlevels

f＝１Hz f＝２Hz f＝５Hz f＝８Hz f＝１０Hz
Tmean ０．１５４５１２ ０􀆰０７４７２ ０􀆰０２９１６ ０􀆰０１８２０７ ０􀆰０１４５７

σ

０􀆰０１Tmean １．７９５６２２１×１０－２ １．７３８４９０２×１０－２ １．６９３７５５８×１０－２ １．８３３０２８７×１０－２ ２．７２５８０５２×１０－２

０􀆰０２Tmean ２．５１７９０４９×１０－２ ２．２０９０４９６×１０－２ ２．１９２２６９８×１０－２ ３．０７３４３８３×１０－２ ４．６６３０６８８×１０－２

０􀆰０５Tmean ３．１４９１７９４×１０－２ ３．３９２２１７７×１０－２ ４．０６６１３３９×１０－２ ７．４２３５４６２×１０－２ ０．１４４４４９２
０．１Tmean ７．９１８６８１９×１０－２ ４．７６１２５８９×１０－２ ７．２９５０６６９×１０－２ ０．１８３０１７９ ０．４１３８６８３

　　接下来以表１中的f 和σ/Tmean为输入,以Em

为输出,采用 Kriging响应面模型[７]进行建模,然后

利用该模型对频率７Hz热流在测量噪声水平σ＝
０􀆰０２Tmean、０􀆰０４Tmean、０􀆰０６Tmean、０．１Tmean情况下的辨

识结果平均相对误差值进行预测,并与实际计算结果

进行对比.如图４所示,图中“Modelprediction”为

Kriging模型预测结果,“Calculated”为实际计算结

果.从图中可以看到,模型预测结果与实际计算结果

符合较好,数值略偏低.

图４　频率７Hz热流的辨识结果误差预测结果对比

Fig．４　Comparisonofcalculatedandpredicted
estimationerrorfor７Hzheatflux

３　组合频率热流的辨识结果误差估计

　　 对于频率组合热流,选取如下几组热流进行

分析:

a．Q(t)＝０．５sin(２πf１t)＋０．５sin(２πf２t);

b．Q(t)＝０．８sin(２πf１t)＋０．２sin(２πf２t);

c．Q(t)＝０．２sin(２πf１t)＋０．８sin(２πf２t);

d．Q(t)＝
１
３

[sin(２πf１t)＋sin(２πf２t)＋sin(２πf３t)];

其中f１＝２Hz,f２＝１０Hz,f３＝５Hz. (４)

　　采用与上一小节相同的方法来计算不同噪声水

平σ＝０􀆰０１Tmean、０􀆰０２Tmean、０􀆰０５Tmean情况下的辨识

结果 平 均 相 对 误 差 值.图 ５、图 ６ 给 出 了 σ＝
０􀆰０５Tmean情况下热流b和热流d的理论值、时域辨

识值结果对比和频域的功率谱对比.从频域分析结

果可以看到,在低频段,辨识结果与真值较为一致,差
异主要体现在高频分量上.由此可知,对于频率组合

的热流,低频分量能在辨识结果得到较好地复现,高
频分量是导致辨识结果与理论值出现差异的主要原

因,因此,辨识结果精度可以通过最高频率热流分量

与测量噪声之间的对应关系来进行大致估计.

９８６第４期　　　　　　　　　　　　　　周　宇等:表面热流辨识结果的误差分析与估计



(a)时域

(b)频域

图５　热流b理论值、时域辨识值结果和频域功率谱对比

Fig．５　Comparisonofexactandestimatedvalueintime
andfrequencydomainforheatfluxb

(a)时域

(b)频域

图６　热流d理论值、时域辨识值结果和频域功率谱对比

Fig．６　Comparisonofexactandestimatedvalueintime
andfrequencydomainforheatfluxd

　　选取两种频率组合的情况进行分析,以热流b为

例,将其重写为:

　　Q(t)＝Q１(t)＋Q２(t);

　　Q１(t)＝０．８sin(２πf１t),Q２(t)＝０．２sin(２πf２t)

并记Q１ 和Q２ 的辨识值为Q̂１ 和Q̂２,则由式(１)的线

性可叠加性、函数正交性和式(２)知:

　　E２＝
∫

t２

t１
(Q１－Q̂１)２dt＋∫

t２

t１
(Q２－Q̂２)２dt

∫
t２

t１
Q２

１dt＋∫
t２

t１
Q２

２dt

＝
E２

１∫
t２

t１
Q２

１dt＋E２
２∫

t２

t１
Q２

２dt

∫
t２

t１
Q２

１dt＋∫
t２

t１
Q２

２dt
(５)

式中E１、E２ 表示Q１ 和Q２ 的辨识结果误差,由前面

分析知,E１≈０,所以上式简化为:

　　E＝
E２

１＋C
;　C＝

∫
t２

t１
Q２

１dt

∫
t２

t１
Q２

２dt
(６)

　　对于Q１ 和Q２,在时域无法分开,但在频域可分

开,因此,由 Parseval(帕塞瓦尔)定理[８]及图５、图６
可知:

　　∫
t２

t１
Q２

１dt＝∫
f１＋Δ

f１－Δ
P(f)df

　　∫
t２

t１
Q２

２dt＝∫
f２＋Δ

f２－Δ
P(f)df (７)

式中D为离散变换引起的频率变化量.则式(６)可另

写为:

　　E＝
E２

１＋C
;　C＝

∫
f１＋Δ

f１－Δ
P(f)df

∫
f２＋Δ

f２－Δ
P(f)df

(８)

其中C 的物理含义为频域中高频分量与低频分量的

能量值对比.

　　对于 N 种频率组合(N≥３)的情况,设f１＜f２

＜􀆺＜fN ,由图６知,与两种频率组合时类似,N 种

频率组合情况下的辨识结果与真值差异主要集中在

最高频分量上,此时的误差值为:

　　E＝
EN

１＋∑
N－１

i＝１
Ci

;　Ci＝
∫

fi＋Δ

fi－Δ
P(f)df

∫
fN＋Δ

fN－Δ
P(f)df

　　　　　(i＝１,N－１) (９)

　　对于式(４)中的四种热流,由各自频谱曲线进行

简单的积分运算可计算出C 值,对热流a,C≈１􀆰０;
热流b,C≈１６．０;热流c,C≈０􀆰０６２;热流d,C１≈C２

≈１􀆰０;而对于式(９)中测量误差引起的最高频分量辨

识结果误差EN 的计算则略为复杂,首先需要计算测
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量误差与最高频热流分量振幅之间的比值,然后再基

于这一比值从最高频热流分量的“测量噪声~辨识结

果误差”曲线(类似图３)中得出EN 值.以热流c(图

７)为例,此时最高频热流分量的频率为１０Hz,振幅

为０．８,C≈０􀆰０６２,可计算出测点平均温升 Tmean＝
０􀆰０２６６;当测量误差σ＝０􀆰０１Tmean时,由前面分析知,
该误差将全部作用到１０Hz分量上,相当于１０Hz分

量对应s＝０􀆰０１Tmean/(０．８Tm１０Hz)＝０􀆰０２２８情况,其
中Tm１０Hz为单独１０Hz热流振幅为１时对应的测点

平均温升,本算例中计算值为０􀆰０１４５７;最后由s 值

在图３中插值得出E２＝０􀆰０５４６;代入式(８)可估算出

此时对组合热流的误差为E＝０􀆰０５３０,与采用式(３)
和叠加６４组同分布白噪声的热流辨识统计平均值

０􀆰０５０１接近.

(a)时域

(b)频域

图７　热流c理论值、时域辨识值结果和频域功率谱对比

Fig．７　Comparisonofexactandestimatedvalueintime
andfrequencydomainforheatfluxc

　　表２也给出了对其余几组频率组合情况下采用

上述方法的估计结果(表中“估算值”),并与采用式

(３)和叠加６４组同分布白噪声的热流辨识统计平均

结果(表中“计算值”)进行了比较,可以看到,两组结

果符合较好.

　　下面考虑更一般的情况,前面的分析中事先已知

了热流中各分量的频率、幅值、相位等信息,且热流均

值为０.而在工程实际应用中,这些信息,尤其是热

流的幅值和相位信息不是十分明确,此时的估算方法

需更多地借助频域分析技术.考虑图８(a)的热流,
对其进行频谱分析,得出功率谱如图８(b),由功率谱

知该热流的最大频率为１０Hz;由于热流均值不为０,
频谱中包含低频分量;同时热流中还包含有频率为

４Hz的分量.由图中频谱曲线积分可知,低频分量

对应的C１≈０．１２５,４Hz分量对应的C２≈０􀆰４４５.接

下来还需要确定１０Hz热流分量的幅值,采用的方法

是先滤掉热流中最大频率f＝１０Hz的成分,再用原

始热流值减去滤波后的热流,即得对应频率１０Hz的

热流分量幅值,如图９中的“Exact”示,可知,其幅值

近似等于０．５５.因此,当测量误差σ＝０􀆰００５Tmean时,
由前面分析知,该误差将全部作用到１０Hz分量上,
相当于１０Hz分量对应s＝０􀆰００５Tmean/(０．５５Tm１０Hz)
情况,Tm１０Hz值在之前已计算出Tm１０Hz＝０􀆰０１４５７,测
点平均温升 Tmean 的值由式 (１)计算出为 Tmean ＝
０．１４１４.于是,当σ＝０􀆰００５Tmean时,s＝０􀆰０８８０,在图

３中插值得出E３＝０．３３９６;代入式(９)可估算出此时

对组合热流的误差为:

　　E＝
０．３３９６

１＋０．１２５＋０．４４５
≈０．２７１０ (１０)

　　该值与采用式(３)和叠加６４组同分布白噪声的

热流辨识统计平均值０．２５７６符合较好.进一步考虑

测量误差σ＝０􀆰０１Tmean的情况,可采用类似方法计算

出s＝０􀆰１７６,E３＝０．８１９６,E＝０．６５４１,与采用式(３)
和叠加６４组同分布白噪声的热流辨识统计平均值

０．６１７６也符合较好,进一步验证了估计方法的有效性.

　　综上所述,对于一多频率组合热流,快速分析其

辨识结果误差的具体步骤为:

表２　典型频率组合热流的辨识结果平均误差计算结果与分析预测结果对比

Table２　ComparisonofcalculatedandpredictedmeanerrorforestimatedmultipleＧfrequencycombinedheatflux

σ＝０􀆰０１Tmean σ＝０􀆰０２Tmean σ＝０􀆰０５Tmean

计算值 估算值 计算值 估算值 计算值 估算值

２Hz(５０％)＋１０Hz(５０％) ０．１４２５５０３ ０．１３５５１６６ ０．４０９４６６４ ０．３９４６３７１ ０．６８６６０４４ —

２Hz(８０％)＋１０Hz(２０％) ０．２１３９６２４ ０．２１７６２８８ ０．２３６９１５８ — ０．２４４１９１７ —

２Hz(２０％)＋１０Hz(８０％) ０􀆰０５００６８０５ ０􀆰０５３０１５７３ ０．１２０７５２１ ０．１２２８０９３ ０．４９９３５７４ ０．４８８８５３３
２Hz(１/３)＋５Hz(１/３)＋１０Hz(１/３) ０．１８７６３１２ ０．１６７５ ０．４５４６０８１ ０．４２７ ０．５６３３１８７ —
注:表中“—”是由于换算到f＝１０Hz情况下的σ/Tmean大于０．２５,无法在图３中进行插值.
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(a)时域

(b)频域

图８　待分析热流及其功率谱

Fig．８　Exemplifiedheatfluxanditspowerspectrum

图９　高频热流分量的幅值计算

Fig．９　Amplitudecalculationofhighfrequency
componentofheatflux

　　１)对待分析的热流进行频谱分析,获知最大频

率以及其余频率的能量占比;

　　２)通过滤波计算获得对应最大频率热流分量的

振幅AmaxHz;

　　３)针对最大频率的周期热流,计算其测点平均

温升TmaxHz及如图３所示的“辨识结果误差~测量误

差”对应关系曲线;

　　４)由式(１)计算待分析热流对应的Tmean;

　　５)根据测量误差及TmaxHz、Tmean、AmaxHz计算s;

　　６)由s值在步骤(３)得出的“辨识结果误差~测

量误差”关系曲线中插值得EN 值;

　　７)由式(９)估算出待分析热流的辨识结果误差E.

４　结　论

　　本文对表面热流的辨识误差进行了深入分析,首
先对单一频率的热流辨识误差建立了其与热流频率

和测量精度之间的响应面模型.然后重点对多个频

率组合情况下的辨识结果误差进行了定量分析.结

果显示,频率组合热流中的低频分量在辨识结果中能

较好地复现,辨识结果误差可只考虑高频分量的辨识

结果误差.于是,由辨识误差定义出发,通过频谱分

析方法可计算出组合热流中高频分量的振幅及能量

占比,进而建立了组合热流的辨识误差的估算方法,
并通过多个算例进行了验证.这一结果一方面有较

强的理论意义,揭示了频率组合热流与单一频率热流

辨识误差之间的内在关联,深化了对辨识结果时域、
频域特性的认识,并且不仅对传热逆问题适用,对其

余领域的逆问题误差分析也有一定的参考价值.另

一方面,这一结果在工程上也有实用价值,可减少“暴
力”的仿真辨识计算,尤其是形成一些数据库后甚至

可不进行数值计算,直接查表即可对辨识结果误差进

行大致估算.

　　下一步,方法还需要在以下三个方面进行完善和

推广,一是目前分析中热流的组合频率值较为稀疏,
在频域中表现为离散谱,便于开展分析,而对于频谱

范围较宽、频谱特性为连续谱的情况,需进一步挖掘

辨识计算的“停止准则”与热流功率谱之间的内在关

联,开展深入研究.二是温度的采样频率对辨识误差

的影响.采样频率提高有利于热流辨识精度的提高,
但是采样频率与热流辨识精度的定量关系还需进一

步分析.三是目前分析中噪声形式只考虑了白噪声

形式,对于有色噪声的情况还需要分析拓展.
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